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ESTUDO DA DISTRIBUIGAO DAS COORDENADAS DO PONTO CRITICO
DA EQUAGAO QUADRATICA DE REGRESSAO A DUAS
VARIAVEIS INDEPENDENTES

Marli de Bem Gomes!
INTRODUGAO

Na pesquisa cientifica agronomica e bastante comum o
ajustamento de superf1c1e de resposta a dados de experi-
mentos de adubagao. Geralmente procura-se determlnar o pon
to cr1t1co de interesse, mais comumente o ponto de maximo,
sendo porem freqllentemente encontrados pontos de sela, e
Bs vezes até de minimo. Outra dificuldade séria porém &
que os estimadores das coordenadas do ponto critico sao va
riaveis aleatdrias de distribuigao desconhecida, que pre-
tendemos estudar neste trabalho.

Ha muitos artigos que poder1amos c1tar neste campo po
rem vamos nos restringir aqueles que teém relagao mais di-
reta com este trabalho.

No estudo do ajuste de superficie de resposta a dados
de ensaios de adubagao, MASON (1956), TEJEDA (1966), CAM-
POS (1967) e MORAES (1969) constataram que os intervalos de
confianga obtidos para os parametros foram muito amplos.

1 Professora Associada do Departamento de Matematica e Es-
tatistica da ESALQ/USP. Piracicaba-SP.
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ZAGATTO & PIMENTEL-GOMES (1967), em estudo das fun-
Ses de produgao sob o ponto de vista economico, abordaram
mmgoes com uma, duas ou mais variaveis independentes,
»1icando-as a ensaios fatoriais de 33. Indicaram uma se-
te de dificuldades e sugeriram:

1) Usar sempre grupos de ensaios numerosos ou ensaios
solados com muitas repetigoes e boa precisao.

2) Nao confiar em doses Otimas obtidas a partir de po
{nomios cujos coeficientes para os termos de 29 grau nao
:jam significativamente diferentes de zero.

3) Verificar se o ponto critico obtido corresponde
:almente a um maximo.

4) Calcular intervalos de confianga para as doses oti
1s encontradas.

PIMENTEL-GOMES & CONAGIN (1987) resumiram com exemr
los agronomicos a teoria de curvas e superficies de res-
>sta. Citam dois metodos para calculo do intervalo de con
lanca para a dose economica de adubagao, no caso do poli-
)mio de 29 grau, com uma so variavel independente. Mas es
»s métodos so sao satisfatorios quando o coeficiente aj,
> termo de segundo grau, difere significativamente de ze-
).

GOMES (1989) estudou com detalhes as variancias e a
sterminagao de intervalos de confianga para as coordena-
15 da dose otima de adubagao. Obteve, entre outras  coi-
1s, intervalos de confianga para a); e az; e aplicou tes-
» t para comparar suas estimativas com zero. Isto para o
juste de uma superficie de 29 grau com duas variaveis in-
tpendentes.

Neste trabalho foram simulados experimentos fatoriais
» 32, obtidas as estimativas dos parametros do polinomio
¢ segundo grau ajustado, seus pontos criticos, determina-
'8 intervalos de confianca para a)) e a;;, e os coeficien
s de assimetria e de curtose para as estimativas das coox
;nadas dos pontos criticos obtidos.

\TERIAL E METODOS

Vamos considerar um experimento fatorial de 32, onde
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tenhamos dois nutrientes em niveis indicados por X; e Xj,
com tres doses para cada um deles: 0, 40, 80 kg/ha. Por—
tanto a produgao Y & uma fungao:

¥ =f (x1, X2)
e poderemos escrever que:

Tt = 333 + 2313)(1 + 2323)(2 + 311X2+322X2+ 2312X1X2,

no caso do pollnomlo do segundo grau. Ha, entao, porem,cor
relagao entre os coeficientes. Por isso, vamos substituir
as variaveis por pollnomlos ortogonais adequados. De acor-
do com GOMES (1992) os estimadores dos 6 parametros, da no
va equagao passam a ser independentes, isto e, tem cova-
riancias nulas.

Usamos as mesmas producoes de milho com adubagaq de N
e P, com doses 0, 40 e 80 kg/ha para cada um dos nutrien-
tes, citadas por_ GOMES (1992). E a simulagzo'fdl feita da
mesma forma, porem aqui obtivemos uma serie de 200 repeti-
coes e duas de 50 repetigoes, para os seguintes valores de
o: 10, 50, 100, 200, 300, 400, 500 e 600, Com esses valo-
res fizemos os calculos a seguir.

1) Estlmagao dos parametros da equagao (1) e obten—
cao, para cada o, das meédias das 200 estimativas dos para-
metros. As variancias desses estimadores sao conhecidas,
pois os dados foram gerados. Com elas calculamos interva-
los de confianga para os coeficientes aj; e ajs.

2) Calculo dos pontos criticos e verificagao da  sua
natureza, em todos os experimentos gerados.

3) Calculg dos coeflclentes de assimetria e de curto-
se para x* e X,, que sao, respectlvamente, as estlmatlvas

das coordenadas dos pontos criticos, isto e, Yl e Y2 de
acordo com: .
K u3 N Uy 3
Yl- = % by Y2 - - e - £
5 ) 5 *GED

-~ - . ~ ~ - - -~
onde u3 e o terceiro momento de X, em relacao a media e yy
€ o quarto momento, e i=1, 2,

Por KENDALL & STUART (1963), calculamos:
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6n(n-1)
V(y)) =
(n-2) (n+1) (n+3)
~1)2
V(§2) - 24n(n-1) X

(n-3) (n-2) (n+3) (n+5)
onde n=200 no nosso caso.
Dal vamos aplicar o teste t, sendo:

Y1 -0 ?2—0
ty = s ty =

V‘I VGI) / V(Ez)

4) Com as duas series geradas de 50 repetigoes calcu-
lamos apenas as estatisticas:

aj; - 0 d = 0
G S s 1t Lo "mr=—mteores L,
0(&11) O‘(,az_')_)

onde o(aj;) e o(a;) € o valor teorico obtido por:

o(a;) = 02/2 e a(azy) = 0?/2 .

RESULTADOS E DISCUSSAO

Estudamos a natureza dos pontos criticos dos dados ge
rados e obtivemos os resultados da TABELA I. Por esta tabe
la notamos que os pontos de minimo comegam a aparecer a par
tir de o > 200, isto e, a partir de um coeficiente de _varia
¢ao de apenas 4,177. E para o= 500 (C.V. = 10,42%) ja tive
mos apenas 68 pontos de maximo, além de 23 pontos de minimo,
em 200 experimentos gerados.

Saliente-se o fato de que estudar os dados gerados com
o=10, 50, 100, 200, 300, 400, 500 e 600 equivale a tomar

valores provenientes de ensaios com 3600; 144; 36; 9; 4;
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2,25; 1,44 e 1 repetigaes. Portanto, os pontos de minimo
comegcam a surgir com r <9 repetigoes, isto e o > 200.

TABELA I. Resultados obtidos com relagao a natureza dos
pontos criticos.

o C.V.(%Z) P. de Maximo P. de Sela P. de Minimo
10 0,21 200 0 0
50 1,04 172 28 0
100 2,08 142 58 0
200 4,17 107 92 1
300 6,25 83 105 12
400 8,33 73 118 9
500 10,42 68 109 23
600 12,50 67 115 18

Vamos nos preocupar apenas com as medias e intervalos
de confianca dos parametros al] e azz que, segundo ZAGATTO
& PIMENTEL-GOMES (1967), sao os ma1s importantes. Os verda
deiros valores desses parametros sao:

aj1=—228,05 e agy = -36,06.

Observando as TABELAS II e III, verifica-se que a es-
timativa @)] teve uma pequena dispersao em relagao ao seu valor
real. Ja a estimativa aj, teve, para g = 400 e o = 600, va
lores bem menores que seu valor real. -

-

Embora tenhamos nos preocupado mais com a)) e a;,, e
interessante observar que a estimativa alzteve sempre gran
de dispersao. As estimativas dos demais parametros, porem,
tiveram pequena dlspersao em torno do seu valor real Os
erros padroes das medias estimadas de todos os parametros
estiveram sempre proximos dos valores verdadeiros.
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TABELA II. Médias e intervalos de confianga ao nivel de 57
de probabilidade para aj; usando o(aj;) = ¢/20.

g C.V.(%) a) I1.C. para aj)

10 0,21 ~228,20 [-229,18; -227,22 ]

50 1,04 -231,00 [-235,90; -226,10 ]
100 2,08 -230,70 [-240,50; -220,90 ]
200 4,17 222,60 [-242,20; -203,00 ]
300 6,25 -218,80 [~248,20; -189,40 ]
400 8,33 -227,20 [-266,40; -188,00 ]
500 10,42 -208,30 [~257,30; -159,30 ]
600 12,50 -214,80 [-273,60; -156,00 ]

TABELA III. Medias e intervalos de confianga ao nivel de
57 de probabilidade para a,, usando a(azy) =

= g/20.

o C.V.(%) ays I.C. para aj,
10 0,21 ~36,06 M -37,04; -35,08 ]
50 1,04 -33,89 [ -38,79; -28,99 ]

100 2,08 -40,39 [ -50,19; -30,59 ]
200 4,17 ~34,16 [ -53,76; -14,56 ]
300 6,25 -36,17 [ -65,57; -6,77 ]
400 8,33 -51,10 [ -90,30; -11,90 ]
500 10,42 -29,54 [ -78,54; 19,46 ]

600 12,50 -63,97 [F122,77;  -5,17 ]
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Todos os intervalos de confianga calculados para aj]
e a;, contem os verdadeiros valores. Porem, para a)) os in
tervalos obtidos com =500 e o=600 sao muito amplos. Pa-
ra azj estes intervalos se tornam excessivamente amplos a
partir de o= 200.

Os resultados obtidos para os coef1c1entes de assime-
tria (¥;) e de curtose (Yz) para x} e x2, assim como os va
lores de t calculados, estao nas TABELAS IV (para X7) e V
(para x2)

TABELA IV. Resultados de Y] e y, obtidos para o valor de
x? e teste t correspondente.

o Y1 Y2 t( vy ) t( vz )

10 0,2290 -0,2170 1,33 -0,634
50 10,778 119,50 62,69*%% 349,22%%%
100 6,823 66,49 39,69%%x 194,31 %%
200 12,924 171,17 75,17%%% 500,21%%%
300 12,540 169,65 72,94%%% 495,76%%%
400 -13,257 180, 46 =77,11%%x% 527,40%%%
500 -3,222 55,00 —18, 74%** 160, 72%%*
600 13,717 189,15 79, 78%%% 552,75%%%

SJota: Foram obtidas V(yl) = 0,029558 e V(Y,) = 0,117172,
usadas para o calculo do teste t destae da TABELA V.

Pela TABELA IV verificamos que Y1 para a coordenada
K} SO tem sinal negat1vo para o =400 e 500. Portanto, em 6
:as0s a assimetria e positiva. Para a-10 a dlstrlbulgao e
)raticamente simétrica, pois ¥1=0,2290 & bem proximo de
rero. Olhando y,, coeficiente que mede a curtose, verifica
08 que para 7 valores de o a distribuigao & leptocurt1ca,
-8to €, Yy, é positivo. So para ¢ =10 a distribuigao é pla-
‘icurtica.

Na TABELA V, relativa a coordenada do ponto  critico
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x;, obtivemos para y; 5 valores negativos e 3 positivos,
predominando portanto a assimetria a esquerda. O calculo
de vy, nos revelou que a distribuigao e 1eptocurt1ca em to-
dos os casos.

K
TABELA V. Resultados de y; e y, obtidos para o valor de X)
e teste t correspondente.

o Y1 Y2 t(y1) t(y2)

10 1,213 2,382 7,06%** 6,96%**
50 -6,892 117,585 ~40,09%%* 343,61
100 5,638 64,532 32,79%%% 188, 58%**
200 -13,956 103,178 -81,18*** 564,52%%%
300 7,037 193,905 40,93%%* 303,64%%*
400  -3,175 35,306 ~18,47%**% 103, 17%**
500 -3,021 30,228 -17,57%%% 88,33k xx
600 -13,956 193,208 -81,18%*x* 564,60%**

O teste t aplicado tanto para y; como para Y2 diu sem
pre resultados altamente significativos tanto para x) como
para x2. Fazem excegao apenas os valores de t(y;) e t(¥))
para x1 para o =10, que nao foram significativos.

A TABELA VI mostra os resultados obtidos para as duas
serles geradas de 50 ensaioa, em conjunto. Apresentamos o
numero total de pontos de maximo encontrados para cada o,
indicamos o numero desses pontos de maximo para os quais o
teste Z), com relagao ao parametro a)) foi significativo,e
© nimero de casos em que Zp, com relagao a ap2, foi signi-
ficativo, e, finalmente, o numero total de casos em que Z)
e Z; foram significativos. Observamos que ate o=50 Z, foi
significativo em todos o8 casos de pontos de maximo. Dai
para a frente, ja e menor o numero desses testes significa
tivos, com relagao ao numero de pontos de maximo obtidos.

Ja Z; 80 @ significativo em todos os casos de maximo para
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0=10. Para o =50, com 91 casos de maximo, ha apenas 17 ca
sos de Z, significativo. Notamos com g maiores que o para—
metro aj; acusa diferenga significativa sempre com maior
freqiiencia que ay;. O mais importante segundo ZAGATTO &
PIMENTEL-GOMES (1967) sao os pontos de maximo onde tanto
aj] como ajy, sao significativos e isto podemos observar pe
la TABELA VI que apenas para 0=10 os 100 pontos de maximo
tiveram ambos parametros com estimativas significativas. Ja
para o =50 houve apenas 91 casos de maximo, dos quais 17 com
ambos significativos. Observamos muito poucos casos para g =
100, 200 e 300, e para o > 400, com C.V.=8,33%7, ja o nume
ro de casos de ambos o0s parametros significativos se torna
nulo.

TABELA VI, Avaliagﬁo do numero de casas.onde houve  ponto
de maximo, numero de casos onde Zj, Zp ou ambos
foram significativos ao nivel de 5% de probabi-

lidade.

NQ de Pontos NQ de Valeres de NQ de casos

o de mEximo Zy signif. Z, signif. com ?I.e Zy

significat.
10 100 100 100 100
50 91 91 17 17
100 64 59 6 5
200 48 21 1 1
300 39 6 5 3
400 41 12 2 0
500 28 3 3 0]
600 31 7 3 0

CONCLUSOES

1) A estimativa do parametro a)] teve pequena disper-
sao em torno de seu valor real, mas a estimativa do parﬁme
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tro ajp, subestimou muito o verdadelro valor para o =400 e
0=600. A estimativa do parametro aj, teve sempre grande
dispersao.

2) Os intervalos de confianga calculados para aj; e
ay, contem o verdadeiro valor dos parametros mencionados
em todos os casos.

3) em 757 dos casos a distribuigzo de §? tem assime-
trla p051t1va e em 87,57 e leptocurtlca. Na distribuigio
de x2 observou-se 11ge1ra tendencia para que tenha assime
tria negativa. E leptocurtica em todos os casos.

4) Com 0>50 e raroque os coeficientes do 29 grau se-
jam ambos significativamente diferentes de zero.

5) Os testes do parametro a;, diferem significativa-
mente de zero em uma frequencia muito menor que aj;, para
o > 50. Isto se deve ao fato de ser a resposta da lavoura
maior ao nitrogenio do que ao fosforo.

. . . o~ .k K~ & R
6) As distribuigoes de X] e X; nao sao normais.

RESUMO

Consideramos neste trabalho um experimento fatorial
32 de milho com dois nutrientes, nitrogenio e fosforo, amr
bos com doses 0, 40, 80 kg/ha, com q = 40. AJustamos uma su
perflcle de segundo grau substltulndo—se as variaveis por
polinomios ortogonais, para que nao haja correlagao entre
os coeficientes,

Aos dadosdesse experimento ajustamos a superficie:

? = 4975,25 + 666,50x] + 165,16x, - 228,05x2 - 36,06x3 +
+ 3,9176x1x9,

cujos parametros serviram de base para a simulagao de uma

serie de 200 experimentos e duas repetigoes de 50 experi-
mentos com o: 10, 50, 100, 200, 300, 400, 500 e 600.

Com esses valores:

1) Calculamos estimativas dos parametros da equagao
supracitada para cada ¢ de geragao e intervalos de confian
¢a para os coeficientes a;) e aj,.
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2) Verificamos a natureza dos pontos criticos obtidos
em todos os experimentos gerados.

3) Calculamos 0s coeficientes de assimetriae de curto
se para xl e xz, com aplicagao de teste t para ambos.

4) Calculamos com as duas series geradas de 50 repeti
goes as estatisticas Z) e Z, para as estimativas de aj; e
aszo.

Concluimos que:

1) Os intervalos de confianga calculados para aj; e
az; contem o verdadeiro valor desses parametros.

2) 0s pontos de minimo comegam a aparecer para o >
200.

3) As estimativas do parametro ay; diferem significa-
tivamente de zero com freqiencia muito menor que aj; para
o > 50,

4) Com 0 > 50 e raro que os coeficientes do 2§ grau
sejam ambos significativamente diferentes de zero.

. . . o~ ~% -~ . ~ )
5) As distribuigoes de X] e X7 nao sao normais.

Palavras-chave: Superficie de Resposta do 29 Grau; Distri-
buigao das Coordenadas do Ponto Critico;In
tervalos de Confianga dos Parametros da Su
perficie de Resposta.

SUMMARY

STUDY OF THE DISTRIBUTION OF THE CRITICAL POINT
COORDINATES OF THE QUADRATIC REGRESSION EQUATION
WITH TWO INDEPENDENT VARIABLES

In this paper a 32 factorial experiment with two
nutrients (nitrogen and phosphorus) was used, assuming
levels 0, 40, 80 kg/ha. A second degree response surface
was fitted, using orthogonal polynomials in order to have
estimates independent among one another. The equation
obtained was:

¥ = 4975,25 + 666,50x) + 165,16x, - 228,05x? - 36,06x2 +
+ 3.9176% xn .
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the parameters which were used to simulate a series of
200 experiments, and two replications of 50 experiments

with o: 10, 50, 100, 200, 300, 400, 500 and 600.
With these values were calculated:

1) Averages of the estimated coefficients of the
response surface above, for each ¢ of generation, and
confidence intervals for a;; and a,,.

2) The nature of the critical point.

%
h 3) The asymetry and curtosis coefficients of X1 and
X;, both with t test application to compare with zero.

4) The Z test for the parameter estimates ajjand 3y,
to compare with zero, for the two sets of 50 experiments.

The conclusions were:

1) The confidence intervals obtained for aj; and aj,
include the real value of these parameters.

2) The minimum points appear for o > 200.

3) The ay, estimates are significantly different from
zero with a smaller frequency then a;;, for ¢ > 50.

4) With ¢ > 50 it is rare that both aj; and as,
coefficients are significantly different from zero.

~% ~% . . .
5) The X) and X, distributions are not normal.

Key words: Second degree Response Surface; Coordinates of
Critical Points Distribution; Confidence
Intervals for Response Surface Parameters.
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