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INTERVALOS DE CONFIANGA PARA AS COORDENADAS DO PONTO
~ CRITICO DA EQUACAO DE REGRESSAO A DUAS
VARIAVEIS INDEPENDENTES

Marli de Bem Gomes!

INTRODUGAO

Na pesquisa cientifica agronomica ¢ bastante comum o
ajustamento de superffcies de resposta a dados de experi-
mentos de adubagao. Nestes trabalhos procura-se determi-
nar o ponto critico de interesse, que e, geralmente, o
ponto de max1mo. Mas se encontram frequentemente pontos
de sela e, as vezes, ate de minimo. Outra dificuldade se-
rla, porém, e que os estlmadores das coordenadas do ponto
critico adequado sao variaveis aleatorias, de tal sorte
que a sua locallzagao deve ser dada _por uma regiao de con
fianga, para cuja obtencao nao ha metodo conhecido.

Ha muitos trabalhos que poderiamos citar sobreo ajus
tamento de superficies de resposta, como os de CAMPOS
(1967), ZAGATTO & PIMENTEL-GOMES (1967), MORAES (1969),
PIMENTEL-GOMES (1969), JORGE & CONAGIN (1977), MALHEIROS
& PERECIN (1983), ZIMMERMANN & CONAGIN (1986), SANCHES

l professora Associada, Departamento de Matematica e Esta
tistica da ESALQ/USP.
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(1986), PIMENTEL-GOMES & CONAGIN (1987), entre outros,
Porem vamos comentar com maior detalhe apenas aqueles que
tem relagao mais direta com este artigo.

ZAGATTO & PIMENTEL-GOMES (1967), em estudo das fun-
goes de produgao sob o ponto de vista economlco, aborda—
ram equagoes com uma, duas ou mais varlavels independen-
tes. aplicando-as a ensaios fatoriais de 32. Indicaram
uma serie de dificuldades que surgem e sugeriram:

1) Usar sempre grupos de ensaios numerosos ou ensaios
isolados com muitas repetigoes de boa precisao.

2) Nao confiar em doses otimas obtidas a partir de
polinomios cujos coeficientes para os termos de 29 grau
nao sejam significativamente diferentes de zero.

- . .
3) Verlflcar se o ponto critico obtido corresponde
realmente a um maximo.

4) Calcular intervalos de conflanga para as doses
otimas encontradas. Nao f1zeram, porem, qualquer referen—
cia a metodo de calculo da variancia da dose econdmica no
caso de regressao polinomial.

CAMPOS (1967) estudou 50 ensaios fatoriais de 3% in-
d1v1dualmente e agrupados de diferentes formas, aJustando
regressao p011n0m1a1 Fazendo cortes, calculou a dose Otl
ma, as variancias e os intervalos de conflanga, dessa do-
se, entre outros estudos. Concluiu que nao e aconselha-
vel aplicar regressao polinomial a um unico ensaio.

PIMENTEL-GOMES & CONAGIN (1987) resumiram com exem-—
plos agronomicos a teoria de curvas e superficies de res-
posta., Citam dois metodos para calculo do intervalo de
conflanga para a dose economica de adubagao, no caso do
p011mon10 de segundo grau, mas apenas para o caso de uma
s0 variavel independente.

Como podemos ver pela bibliografia citada, nao havia
nada sobre o assunto, deste trabalho, quando GOMES (1989)
estudou com detalhes as variancias das coordenadas das do
ses otimas e a determlnagao de seus intervalos de confian
¢a, sugerindo uma formula para o calculo da variancia das
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coordenadas do ponto critico para duas variaveis indepen-
dentes, no caso da equagao de regressao de segundo grau.

Neste trabalho foram simulados experimentos fato-
riais de 32, e calculados intervalos de confianga para as
coordenadas de seus pontos criticos.

MATERIAL E METODOS

Consideraremos um experimento fatorial de 32, onde
tenhamos dois nutrientes em niveis indicados por X; e X,
com tres doses para cada umdeles O, 40, 80 kg/ha. Portan-
to, a produgao Y € uma fungao.

Y = £ (X, Xp)

e poderemos escrever que:

-

Y = B33+ 2813X) + 2ap3%p + 311X + 80K2 + 23)5X1 Xy,

usando o polinamio do segundo grau. Ha, neste caso, po-
rém, correlacao entre os coef1c1entes estimados. Por is-
so, vamos substituir as variaveis por polinomios ortogo-
nals ajustados ao caso:

N ~ - -~ 2 2 = 2 =
Y = agg+ 2a;3x) + 2ap3%p + a1 (x1-k) + a5 (x2-k) + 221 2% %,
onde: _
X1 - X X2 = X

sendo X] a dose media usada para a variavel X; e X, a do-
se media para a variavel X,. No caso presente, q1=42 =q=40
kg/ha. Nestas condicoes, os estlmadores dos 6 parametros
sao independentes, isto e, tem covariancias nulas.

Consideradas as doses x com niveis -1, 0, 1, obtem—
se facilmente k = 2/§. Portanto a superficie de resposta
ajustada tem a equagao:

- -~ -~ -~ -~ 2 - 2 -
(1) Y = a33+2313x1+2a23x2+311(x1—2/3)+a22(x2—2/3)+2:11lexz.
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As produgoes de um fatorial completo de 32 (TABELA
I), ponto de partida para a simulagao de dados feita nes-
te trabalho, foram obtidas a partir das médias de 50 en-
saios de milho com N, P e K, instalados pelo Dr. Hermano
Vaz de Arruda em Ribeirao Preto-SP. As doses utilizadas
para os tres nutrientes foram zero, 40 e 80 kg/ha.  Como
s0 consideramos os nutrientes N e P, neste trabalho, uti-
lizamos para cada um deles a media de produgio dos tres
niveis potassicos que lhe correspondem,

TABELA I. Produgoes médias de milho com os nutrientes N e
P, com as doses -1, 0 e 1,

Tratamentos Medias de Produgao (kg/ha)
-1 -1 3845
-1 0 4164
-1 1 4161

0 -1 4803

0 0 4904

0 1 5146

1 -1 5218

1 0 5402

1 1 5550

Esses valores serviram de base para gerar series de
9 dados, usgndo a expressao Y;+0 ei, onde e; 0 N(0O; 1). Fi
zemos uma serie de 200 repetigoes para cada um dos seguin
tes valores de ¢: 10, 50, 100, 200, 300, 400, 500 e 600,
0 que & equivalente a mudar o niumero de repeticoes de
3600 (0=10) para 1 (o=600). Com esses valores fizemos
os calculos que mencionamos a seguir:

1) Calculo das coordenadas do ponto critico para ca-
da experimento gerado.

2) Verificagao da natureza dos pontos criticos obti-
dos em todos os experimentos gerados.
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3) Calculo das variancias e intervalos de confianga
para x] e xj.

Uma vez obtidas as coordenadas dos pontos criticos
X} e x3, 200 valores de cada, para_ cada valor de o, calcu
1amoq as medias x? e xg, e as variancias estlmadas 5 (K?T
e U (x ) calculadas pela formula comum de estimagao de va
riancia. Calculamos tambem ?(x ) e ?(x*), dados por duas
formulas deduzidas a partir da élferenc1agao em relagao
aos parEmetros das fungaes seguintes (GOMES, 1989):

5 —ajz. azp + ajp. azs

ayl.4azp2 — ap9

. ajz ajp ~ aj] - a3
){1= .

811. @3p — aj9

Isto foi feito para os 200 dados obtidos para cada
coordenada e para cada valor de o. Obtivemos tambem

V(xl) e V(xz),ﬂque sao as medias dos valores calculados
para V(xl) e V(x2) Foram ainda, determinados interva
los de confianga para x1 e X5, considerando as duas va-
riancias estimadas, para cada caso.

RESULTADOS E DISCUSSAO

A superficie de resposta (1), estimada com os dados
da TABELA I foi:

2
= 4975,25+666,50x%]+165, 16x,-228, 05x,~36,,06x5+3,9176x x,.

- . -
Esta superficie tem ponto de maximo, de coordenadas:

~% ~%
x; = 1,4817 e Xo = 2,3706.
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Caso consideremos as doses originais, com q= 40kg/ha,
teremos:

% ~k
X1 = 99,3 kg/ha e Xy = 134,8 kg/ha.

Ver1f1ca—se, pois, que essas coordenadas sao extra—
polacoes de maior dose usada no experimento, 80 kg/ha. Em
bora isto tenha ocorrido resolvemos manter o uso desses
dados, pois desde que ocorra ponto de maximo, os metodos
utilizados continuam validos. Por outro lado, devemos sa-
lientar que essa equagao decorre de dados de experimentos
de campo e, pois, representa uma situacgao real.

A natureza dos pontos criticos obtidos consta da TA-
BELA II:

TABELA II. Resultados obtidos com relacao a natureza dos
pontos criticos.

- -~ C.V. N? de P. NQ de P. NQ de P.

V&) (%) de maximo .de sela de minimo
10 100 0,21 200 0 0
50 2.500 1,04 172 28 0
100 10.000 2,08 142 58 0
200 40.000 4,17 107 92 1
300 90.000 6,25 83 105 12
400 160.000 8,33 73 118 9
500 250.000 10,42 68 109 23
600 360.000 12,50 67 115 18

Pela TABELA II, notamos que os pontos de minimo apa-
receram a part1r de 0 =200, isto e, a partir de um coefi-
ciente de varlagao de apenas 4,177. E para o=500 (C.V. =
10,42%) ja tivemos apenas 68 pontos de maximo, ao lado de
109 de sela e de 23 pontos de minimo, em 200 experimen-

tos.
. . —% %
Foram obtidas as medias das coordenadas x; e x, e
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com elas os intervalos de confianga, usando as duas  va-

-~ . . —% ~%
riancias obtidas para cada coordenada oz(xi) e V(xj), onde
i = 1,2. Os resultados estao expostos na TABELA IIT para

3
xf e na TABELA IV para Xj.
* *
Vamos lembrar que os verdadeiros valores de x; e Xz,

ja expostos sao:
* . *
X1 = 1,4817 e Xy = 2,2706

~n, % .
Na TABELA III notamos que com o%xl) apenas o inter-
valo obtido para a = 100 nao contém o valor real. Ja  o0s

. ~ % B * =
intervalos calculados com V(X)) todos contem x;, mas sao
excessivamente amplos para o> 10.

%* ]

Para Xp, observ%mos na TABELA IV que os intervalos
construidos com G2 (%5) para o = 10, 100, 400 e 500 nao com
tem o verdadeiro valor de x5, este porem estando contido

em todos os intervalos obtidos com V(ig). Mas, estes sao
muito amplos para o> 10.

Com relagao as medias calculadas na TABELA III, veri
ficamos que os valoreg observados para E? diferem muito
do valor correto de x), chegando a 34,10 para 0=600e a
-1,6010 para o = 400. Para o =10 o valor e bem proximo do

real.

-% - .
Para X,, exposto na TABELA IV, ha uma grande diferen

ca entre os valores observados nos diferentes valores de
g, sendo o maior encontrado 2,4502, proximo do real, e o
menor —-14,93.
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CONCLUSOES

1) Os pontos de minimo aparecem para ¢ > 200.

2) Os intervalos de confianga calculados para a coor

* .-...* o~ -~
denada x) em geral, tanto com o?(X]) como com V(x]), con-
tem o verdadeiro valor de x?, porem com esta ultima wva-
riancia eles sao excessivamente amplos para o > 10.

. : ~y
3) Os intervalos de concianga calculados com g2(%;)
nao contem o verdadeiro valor de xg em 507 dos casos, po-

rem todos os intervalos de confiangca calculados com V(ﬁg)
contem o verdadeiro valor, mas sao excessivamente amplos
para ¢ > 10,
. -% - ] L
4) Os valores medios de X) e Xp apresentam dispersao
. -% -
muito grande, sendo que X1€ [51,60;34,1Q] e

ige [}14,93;2,451.
RESUMO

Consideramos neste trabalho um experimento fatorial
32 de milho com dois nutrientes, nitrogenio e fosforo,
ambos com doses 0, 40, 80 kg/ha. Ajustamos aos dados de
produgao uma superficie de resposta de segundo grau, subs
tituindo-se as variaveis por polindmios ortogonais, para
que nao haja correlacao entre os coeficientes. A partir
da equagao tedrica determinamos as coordenadas do ponto
critico x? e x, e, atraves de diferenciacao em relacao
aos parametros, deduzimos formulas para V(x]) e V(x3).
Testamos estas formulas com o auxilio da superficie:

'Y= 4975,25+666,50x]+165, 16x,-228,05x> - 36,06x2 +
+ 3,9176X1X2,

cujos parametros serviram de base para a simulagao de se-
ries de 200 experimentos como : 10, 50, 100, 200, 300,
400, 500 e 600. Com esses dados calculamos intervalos de
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. * .
confiancga para as coordenadas xf e %, dos pontos criti-
cos, de cada serle de 200 ensaios gerados para cada 0>
usando 52(X}) e G 2(%3) com valores obtidos pela formu-

la comum de variancia e, V(xl) e V(xz), que sao as me-
~ % ~ %
dias dos valores calculados para V(X;) e V(x3).
Concluimos que:

1) Os intervalos de confianga calculados para a coor
denada xf em geral, contem o verdadeiro valor x] com am-

s~ . - =k ~ :
bas variancias usadas. Porem com V(X]) eles sao excessiva
mente amplos para o > 10.

2) Os intervalos de conflanga calculados com 02(x2)
nao contem o verdadeiro valor de x2 em 507 dos casos. To-

dos os intervalos obtidos com V(xz) contem esse valor,
mas sao excessivamente amplos a partir de o> 10.

Palavras-chave: Superficie de resposta, Intervalos de con
fianca, Coordenadas do ponto critico.

SUMMARY

CONFIDENCE INTERVALS FOR THE COORDINATES OF THE CRITICAL
POINT OF THE QUADRATIC REGRESSION EQUATION WITH TWO
INDEPENDENT VARIABLES

In this paper a 32 factorial experiment with two
nutrients (nitrogen and phosphorus) was used, assuming
levels 0, 40, 80 kg/ha. A second degree response surface
was fitted, using orthogonal polynomials in order to have
estimates independent among one another.

From the theoric equation we obtained the coordinates

* .y . p . JC—

x] and x7 of the critical point. Their differentiation
with respect to the coefficients was carr1ed out, in order
to calculate formulas for V(xi) and V(x2) These

formulas were tested using the surface:
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= 2
Y = 4975,25+ 666,50x) + 165,16x, - 228,05x; - 36,06x§ +

+ 3,9176x1x2,
the parameters of which were used to simulate sets of 200
experiments, with o¢: 10, 50, 100, 200, 300, 400, 500 and
600. With these data confidence intervals were calculated

for x* and x* critical point coordinates, of the 200
experiments generated for each a, u51ng02(x1) and g2(X3),

calculated by the common formula of variance, and V(x1
and §?§§7, which are the means of the values calculated
for G(i?) and G(iﬁ).

Conclusions:

1) The confidence intervals calculated for the
coordinate xf, include, generally, the real value of xf,

with the variances 52(2?). But with V(if) they are
excessively large for o> 10.

~ gk
2) The confidence intervals calculated with dz(xz)
do not include the real value of xg in 507 of the cases.

All of them include it when calculated with V(%X3), but
are excessively large for ¢ > 10.

Key words: Response surface, Confidence intervals,
Critical intervals, Point coordinates.

LITERATURA CITADA

CAMPOS, H., 1967. Aspectos da Apllcagao das Superf1c1es
de Resposta a Ensaios Fatoriais 32 de Adubagao. Pira-
cicaba, 82p. (Tese - ESALQ/USP).

GOMES, Marli De Bem, 1989. Intervalos de Confianga para
Coordenadas do Ponto Critico da Equacao Quadratica de
Regressao a Duas Variaveis Independentes. Piracicaba,
70p. (Tese - ESALQ/USP).

JORGE, Joassy P.N. & A. CONAGIN, 1977. Estudos em um Gru
po Especial de Delineamento (1/5)53. Bragantia, 36:
59-88.




PONTO CRITICO PARA EQUACAO DE REGRESSAO 217

MALHEIROS, E.B. & D. PERECIN, 1983. Posigao das Doses de
Nutrientes na Analise de Uma Superficie de Resposta a
Adubagao. R. Mat. Estat., 1: 69-78.

MORAES, R.S., 1969. Superficie Polinomial de Resposta
num Ensaio de Adubagao com Niveis Nao Equivalentes. Pi
racicaba, 58p. (Tese - ESALQ/USP).

PIMENTEL-GOMES, F., 1969. Novos Aspectos do Estudo Econ§
mico de Ensaios de Adubacao. Fertilite, 34: 3-9.

PIMENTEL-GOMES, F. & A. CONAGIN, 1987. Experimentos de
Adubacao: Planejamento e Analise Estatistica. Londri-
na, Universidade Estadual de Londrina, 102p.

SANCHES, A., 1986. Superficies de Respostas em Experimen
tos de Adubacao: O Problema dos Pontos de Sela. Pira-
cicaba, 91p. (Mestrado - ESALQ/USP).

ZAGATTO, A.G. & F. PIMENTEL-GOMES, F., 1967. Aspectos Eco
nomicos da Adubacao. In: MALAVOLTA, E. Manual de Qui
mica Agricola: Adubos e Adubacao. 2.ed. Sao Paulo,
Ed. Agronomica Ceres. p.560-586.

ZIMMERMANN, F.J.P. & A. CONAGIN, 1986. Ajuste de Modelos
Polinomiais de 29 Grau em Pesquisas com Fertilizantes.
Pesquisa Agropecuaria Brasileira, 21: 971-978.




