METODO GERAL PARA OBTENGAO DE TABELAS
DE POLINOMIOS ORTOGONAIS

|zaias Rangel Nogueira (1)

INTRODUGAO

O método de obtengao de polindmios ortogonais onde
a variavel independente é igualmente espagada é bastante conhe-
cido (ANDERSON & BANCROFT, 1952) o mesmo ndo acontecen-
do quando os niveis nao sao equidistantes. A fim de indicar um
método geral, que sirva para os dois casos, introduziremos a me-
todologia seguinte, que é uma aplicagdo do processo geral de or-
togonalizagao de Gram-Schimidt (AYRES Jr., 1962).

DESENVOLVIMENTO TEORICO

Suponhamos que desejamos interpolar um polinémio
de grau p a N pares de valores (Xj, yi), Xi fixados, ndo necessaria-
mente equidistantes, e yj valores observados.

O modelo matematico nesse caso é

2 .
yi=a0+a1xi+a2Xi+...+apxip+e1, (n

onde Xj, i = 1, 2, ... N sdo fixados, y; valores observados e
ejnN(O,d?).

(1) Escola Superior de Agricultura «Luiz de Queiroz», USP, Piracicaba.
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Aplicando a equagéo (1) para N valores encontramos

v I & 2 p| [ .. ] [,
y1 1 X1 X1 Fr X1 ao 81
2 p
) 1 X9 X5 .- X5 ay ey
= +
yN 1 XN X2N P XR‘ ap eN

ou simbolicamente Y = X8 + ¢,
Desenvolvendo a matriz do 2.° membro como fungao
linear dos elementos da coluna, resulta

W I P T P I~ S A R
Y9 1 Xy %5 xB e
= ag cos| Tag e +a2...+...+... +
YN 1 Xy X2 xR en
Lo o L L L L L

Se representarmos por Qr, r = 0, 1, ..., p, as matrizes

colunas do segundo membro, por Y a matriz do primeiro membro
e por € a matriz dos erros, fica

Y = a000+a101 +tayQyt+ ... +ap0p+ o
Cada Qr também pode ser escrito como vetor

- (X' X r
Q = (X3.X5, .- Xpy) -

A estimagdo dos parametros de (1) é feita pelo método
dos quadrados minimos ou seja de

X'XB=X"Y.

Sendo X = [Qg , Q¢ ., Qo ....Qp]
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Qt
0
QI
1
X'X=|Q'
2 [00,01,02....Qp].0u
-Qp
Qg0 Q49 QyQ,
Q:Qq Q; Qq 0’109.
X'X =
ono Qp01 Qpr

Mas cada Q’iQj pode ser interpretado como produto
escalar de um vetor

0i=(Xi,Xi2,....X:\l) por

Ql = (xl.]:xl ,....XjN)ouseja
-O.iQJ- =Qix0j

Do mesmo modo podemos obter

, B 7
Q; Qy x Y
X'y = Y =
‘Qp- thxYJ

O sistema de equagdes normais sera, pois,
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Qyx Qg Qg x Q, 9 x Q, | [4 Qg x Y
Q) xQy Qyxgq Q, x Q 3 Q, xY
1 1% Qg 1 1
= (2)
% xQ  QpxQ Q%0 | |4 | Q% ¥ |

Substituindo os vetores Qr e desenvolvendo os termos
indicados acima encontramos

< A A 2 2 P =
Nao+a1ZiXi+aziZXif...+a Zi:Xi ?\“

B P, ~ p+1 N p+2x R _2p N p ]
aoiEXi + a1ZXi + 322 Xi +...+ap2i)X| ?x| yl

Quanto maior o grau do polindmio tanto mais dificil se
torna a solugao do sistema de equagdes acima.

A solugéo seria facil se os parametros pudessem ser
obtidos independentemente de cada equagio, o que nao aconte-
ce nesse caso. Podemos porém, transformar os vetores Qr em Pr,
de modo a transformar o sistema acima numa forma onde os pa-
rametros possam ser obtidos diretamente de cada equagao (dire-
mos nesse caso que 0s parametros sao independentes).

Isto se consegue transformando os vetores Qr em Pr e
entao teriamos:

id ¥= éoQo+é1O1 +...+épr= 50P0+61P1 +...+prp
onde Pr sdo os poliné6mios ortogonais.

Se as coordenadas de Py forem representadas por

= 2 Iy P
Pri - Cro + Cr1xi + Crzxi + DI + Cr Xi

o polinémio interpolado poderia ser representado por

¥; = Poj+ BgPy ¥Bq Pyt ...+ B P, (3)
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Os polindmios P, serao ortogonais se atenderem a
propriedade

Pi X Pj =0
oara todoi # j.

Com o uso desses polindmios o sistema (2) é conduzi-
do a forma

bp Pp X Pp = PrY
de onde se obtém facilmente
bo == =Yy .,
PO X PO N
P1 Xy P2 XYy
by =—— , By = ——, ;
. Ppxv
bp =
Pp X Pp

TRANSFORMAGCAO DOS POLINOMIOS Qr

EM POLINOMIOS ORTOGONAIS Pr

Em primeiro lugar definimos Po = Qo.

E facil compreendermos que podemos escrever Qi co-
mo fungéo linear de P1 e Qo = Po, como sugere a figura abaixo.
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Entﬁo, 0.1 = o« 00 + P1 ou

Pp = Qp - =Py

onde a é um escalar.
Obtemos o valor de o multiplicando os dois membros
da igualdade por Po (produto escalar).

PoXP-I = Q1XP0—°:P0XP0:

e sendo
Po X P1 = D,
obtemos
01 X PO
o = —
PO X P0
e resulta
Q4 x P
P, = Q - — -0 P
Po X PO

Considerando os vetores Q:, Po, P:1 e P2, podemos ana-
logamente exprimir Q2 como fungao linear dos vetores Po, P1, Pz, ou
seja:

Qy = Pyt =Py + B8Py

Os valores de a e 8 sao obtidos da igualdade acima

multiplicando os membros da igualdade por Po e P1.
Encontraremos

e o 2%P0 o G2xP
POXPO ’ P1 KP1

resulta que
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P2=02-'—'_ Po""-'—-—'—"'" P1.
Continuando por esse processo conseguiremos a seguinte for-
mula:

Q, x Py Q, x Py p Q. xP 4
P =Q -——— Pg- ——— "1-...-——— P _
Po X PO P1 X P-I ) Pr_.‘xPr__-‘

que exprime Pr em fung¢ao linear de Qr e dos vetores Po, P1 ...,
Pp-1.

EXEMPLO DE APLICAGAO
Suponhamos dados os pares de valores

X Vi

e que queremos interpolar um polinémio do 3.° grau:
¥; = §pt & Xty xi2+ 53X?.
Para os indices r = 0, 1, 2, 3 os vetores

Q, = (x5, Xr2 , Xr3 . Xﬁ) s3o:

Po= Qg Q Q, Q3
1 0 0 0
1 1 1 1
1 2 4 8
1 4 16 64
Fazemos inicialmente Qo = Po €
01 X Po
Py= Q- —Pg.

PO XPO
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SendoQ1xP0= 4+2+1=17

Pg X Pg =4
7 0 7 1 - 7/4
Py= Qq -—Py =| 1| = — 1 = - 3/4
1 1 0
4 2 4 1 1/4
4 1 9/4

A fim de facilitar a obtengdo dos outros vetores P:
e Ps, é conveniente ir acrescentando no quadro acima os vetores
obtidos. Assim, acrescentando P: teremos

Qp = Pg Q, Q, Q3 Py Py P3
1 0 0 0 - 7/4
1 1 1 1 - 3/4
1 2 4 8 1/4
1 4 16 64 9/4

Se estivermos interessados numa expressao tedrica
para Pi1, neste caso fariamos

X-| 1 X1 — 7/4
Xo 7 |1 Xo — /4
P1 = X3 ——4 1 = X3 bl 7/4 o u
X4 1 X4 — 7/4
as coordenadas de P1, Pij = Xj - 7/4,
P- seréa obtido de
Q5 x P, Qs x P
0 1 3 —7/4
1| o+1+a+16 |1 0- - +1+26 —3/
417742 | |7 1/4
7 .2.,3 .2 1 9 2
L) () (—) + (—
16 1 (4)(4)(4)( ) 9/4

4
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14/7
P, = - 8/7
2 " |16
10/7

As coordenadas de Pz, P:j sao dadas por

= 2
P2i —xi -Txi+2.

que pode ser obtido como no caso de Py;.
Obtemos Ps de

Qg x P Q3 x P Q x P

oo  BxPe o GaxPy  _ZaXe ,

3= 03 0 Sk a-—
PO X PU P1 X 1 2 X 2

s - 36/55

) 581 63 ) 96/65

=% P 2 T - 72/55

12/55

A forma tedrica de Psj nesse caso &

3 63 o 392 36
Pj = X{ -~ —— Xf + ——X-——~
1 55 55
Para o caso estudado teremos em resumo:

P P2 P3
—7/4 14/7 — 36/55
—3/4 — 8/7 96/55
1/4 —14/7 —72/55
9/4 10/7 12/55

As estimativas dos parametros serdo dadas por
Poxy  vitvatvatvg  _
= - y -

Bg =

Py xy Proxy Paxy
_M b 2 B 3

1 - V2 + 3
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o polinémio interpolado sera
Vi = V+DbqPy+boPy; +b3Ps;.

que, referido as coordenadas de Qyj, seria
a , 29
Vi=y+b1 (X|—7/4) + 62 (xi—T Xi + 2)+

392 36
X

-5
55 55

Um modo pratico de apresentar a tabela acima é figu-
rar com numeros inteiros e indicar na parte de baixo da tabela os
numeros Kj e Mj, o 1.° indicando a soma dos quadrados dos nu-
meros tabulados e o 2.°, Mj, o inverso do fator de arredondamen-

to. Ficaria entao:

63
3 2
+63(Xi-—11— Xi +

Py P2 P3

-7 7 -3

-3 -4 8

1 -8 -6

9 5 1

K 140 154 110
M 4 7/2 55/12

Nesse caso o polinédmio interpolado sera

Vi = V¥ EIMyPy; ¥ ByMaPy; + B3M3Py;
Verificamos que

BiMq = By, BoMy = By , etc.
Genericamente

P xvy
8r= r )
K
onde
K=P xP
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SUMMARY
This paper presents a general practical method to cal-
culate tables of orthogonal polynomials, which is valuable spe-
cially when dealing with unequally spaced levels.
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